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Abstrak

Teorema Paley-Wiener adalah sebuah teorema yang berkaitan dengan
wransformasi Fourier dari fungsi analitik yang mempunyai turunan parsial
hingga tak berhingga kali. Teorema ini telah di generalisasi menjadi
teorema Paley-Wiener-Schwartz dengan mengkarakterisasi fungsi tes
Schwartz dan distribusi dengan kompak support. Biasanya teorema ini
bhekerja pada domain yang kompak dan konveks. Sehingga akan dibahas
Teorema Paley-Wiener-Schwartz yang digeneralisasi oleh barisan bilangan
dan polinomial yang dapat bekerja pada domain non konveks.

Kata kunci: Teorema Paley-Wiener, Teorema Paley-Wiener-Schwartz,

domain non konveks.

PENDAHULUAN
Dalam matematika teorema Paley-
Wiener merupakan teorema yang

berhubungan dengan Transformasi Fourier
dari fungsi analitik yang mempunyai derivati'f
parsial yang kontinu sampai tak hingga kali.
Nama Paley-Wiener dalam teorema Paley-
Wiener digunakan untuk penghargaan

ap per /aitu Raymond Paley
Wiener (1894-

srhac s o1
;‘n&-!.—p a* ﬁ *f'

TiU il

digunakan untuk merumuskan solusi umum
dari persamaan diferensial parsial (Debnath,
1999 dan Cheney, 2001).

Teorema Paley-Wiener selanjutnya
digeneralisasi menjadi teorema Paley-
Wiener-Schwartz yang bekerja pada domain
yang kompak dan konveks (Royden, 1968
danWheeden, 1977). Teorema Paley-
Wiener-Schwartz diperoleh yaitu dengan
meng terisasi fungsi tes Schwartz dan
distribusi dengan support kompak (Stakgold,
1979).

Dengan mengacu pada Bang (1996)
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dengan menggunakan himpunan yang

dibangkitkan oleh barisan bilangfm dfm
himpunan yang dibangkitkan oleh polinomial
yang dapat non konveks akan diteliti teforcma
Paley-Wiener-Schwartz pada domain non
konveks.

Pembahasan
1. Teorema Paley-Wiener-Schwartz
pada Himpunan Kompak.
Berikut diberikan definisi dan teorema

yang berkaitan

Definisi 1.1. DiberikanA € R*dan
v € R™ Jarak dari titik ke himpunan A
dinotasikan dengan

d(x,4) = inf{llx—vll:y € A}-
Selanjutnya untuk & = 0,

didefinisikan himpunan K ;, sebagai berikut
Kisn ={xr eR:d(x,4) < 6}
Himpunan K, 5, dikenal sebagai persekitaran-
& untuk himpunan K.

Definisi 1.2. DiberikanK = R™ kompak
dan i = 0. Didefinisikan himpunan K,
vaitu J

K, ={z=x+pxeKy Ryl <.
Selanjutnya diberikan Teorema Paley-

Wiener-Schwartz pada himpunan kompak.
Teorema 1.3. Diberikan himpunan

K S R* kompak. Jika u € €'(K) maka
terdapat bilangan bulat non negatif N
sedemikian hingga

setiap & = 0 terdapat konstanta

LIKITHAPRA DN}
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Untuksetiapn e R

polinom ialP(&)-
Sebaliknya. untuk setiap fungsi (1 ) dalam

o (]R'“‘ Yyang memenuhi pertidaksamaap d;

atas adalah transformasi Fourier darj
distribusi dengan support termuat dalam g
pukti. Diketahui u € & (K). terdapay
¢ = (pdan bilangan bulat N\ sehingga

lu, @l £ € Ljalsw ‘;’_E‘Ela:tﬁ(‘f) J

Dibentuk distribusi ordeN dan untuk sebarang

5 = 0. dibentuk ¥z Co L‘E‘:é‘ I dengan

M

& |

1, e Ks

|r_- p—
¥ 7o, z € Ks— Ko

B2

+

Menurut formula Leibniz diperoleh

D% (4 (5)P()e™™)|

|B(=D)t(n)| = Cma{g:sup
e 5;'5

= Cz ppax sup| D (P(9)e )|

-
Untuk setiap 57 € R™ dan setiap polynomial

P,E'(K) < S'(K) diperoleh

IP(=D)&(m)| < C5(1+ In))™ suplP(2)!
4 .\'EK_Q_

Selanjutnya, karenay; € € (KS;,)

dapat diambil modulus maksimum pada £ sy
sehingga diperoleh

- Inl)" xi‘;?&“’ ()IIP(=D)a(n)| = ¢c5(1+ In))™ Ii?%if’(z)"
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Sebaliknya

diketahui g ¢ o= (R)
memenuhi '

pertidaksamaan

|P(— D)u(:’?)l S G(1+ |’I|) sup |P([Y5T,nurut

*EK
diperolehii(n) € S* dan U(&) € S"Akan
ditunjukkan w(&) € £°. Andaikan tidak
berlaku, sehingga terdapat g Supp 1,

dengan & &£ K. Diberikan polinomial P(&)
sedemikian sehingga

|12(6)| = supIP(c)I

Untuk € = O yang cukup kecil, diperoleh
B(8,e) n K = @. Pilih t* € B(8, 5/3},
+= = & dan bentuk

T
.9(‘1) = E—ei?

Sehinggadiperolehg(&) € C(K U {8)).
Menurut teorema Weierstrass diperoleh
polinomial P (&) sehingga

9(8) = PO < -, v& € KU {6}
Dipilih

suplg(§)] £22,8(9) >3
Sehinggadiperoleh

LS 148) - B(B)| 2 9(8) - |P(6)]

2€
:»-3 —1P(&)]

dan
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|P(8)| — 2¢ = sup|P(=)].

E g

yang diketahui,
untuksemuag £ CE(R™) dan m=1

berlaku
Cs sup |P(2)I™ @) (L= Inl)™ I,

:!:c: -

‘}.

= [@mP™(=D)aln)ll

= [(P™(=D)uln), ¢ (mil

= [P ()ulE), @(=I.

R i G
boundary, sehingga # £ G dan
IP($)| = P(B) — €, € G
Selanjutnya dipilih fungsi v (&) € C7(G_)
sehingga 8 € supp v(—&)ulf).

Dengan mensubstitusi (&) dengan
v(&)u(&), untuk semua ¢ £ C; {HK*)
diperoleh

C; sup [P~ a(m) (1 + InDH¥Il,

zEH.:'gj
= [(PT(HulE) v(=De (=N

= [w(=Ou®).P™ (o=
Distribusi v( —¢)u(&) mempunyai support

Dipilih  domain Gsmooth

kompak di G, sehingga

V() = ) D, (§)
lalzs
dengan s bilangan bulat non negatif dan
h&(f} fungsi kontinu.
‘Asumsikans = N + n — 1 dan diberikan

~ z(&) € W2,(6) yang merupakan solusi
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dari masalah Dirichlet untuk persamaan

eliptk

Laz@ = ) (D)D)

leles

= v (=Hu(?)-

Sehingga

C; sup |[PE)IMNE=@(n)(1~ D™y
zek 8)

8= @0+,

= [(2(9), Lo (P (o=

Ambil @, (&) € WS, (G _)yang merupakan

solusi dari persamaan L ,_@, (—¢) = Z($)-

diperoleh

Lo (Pm(©)e(=8)) = (P(6) — 26)7=(S)

dengan

@ (—8) = (P(8) — 26)"P™ () (=)

m= 1.

Telah diketahui bahwa G smooth boundary

sehingga P(¢) = 0,¥¢ €G. Dengan

menggabungkan dengan pertidaksamaan
sebelumnya diperoleh

C; sup [P@)IMIP= 60 (1 + D)™l
zE€K (5

= (P(8) —2)™(z(9).z(O))m = 1.
Asumsikan bahwa
I=@gnmA+M)l,=Cmz=-s
Untuk || < sdanm = 1. diperoleh

e )| < C.PO) - 297 0)- 97

“+a =5 e <p1pl <5}
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Selanjutnya diketahui | _
lim (P(6) — 26)™ (B(6)— €)™ = 0
m—ox

diperoleh

< C.(se)lBl 2smzs

o~ T o
lr}a} :.- " (;:'P_' (:I'I-jl

dengans =N TH T 1 dan

ey sup PR 2 (P(8) 2T ER) 2 Ch ¥m 2 g

jadi kontradiksi. sehingga untuk setiap fungsi

G () dalam C =(R")yang memenuhi

p(=D)a(ml < C:(1 = MDY sup 1PE)I
Adalah transformasi Fourier dari distribusi
dengan support termuat dalam K.m

Selanjutnya untuk himpunan kompak
didefinisikan

c=(K)="{u € CZ(&"):suppu C K}
Teorema 1.4. Diberikan sebarang
himpunan Kk — R™ kompak. Fungsi
u £ C(K) jika dan hanya jika untuk
setiap N, 6 = O terdapat konstanta Cy s
sedemikian hingga

IP(=D)(n)] < Cyy :(1 + In1™~ sup {P(2)I
zEK_lg}

Untuk setiap » £ R™ dan setiap

polynomial P&y

Bukti. Diketahui 1 & =), diambil

sebarang N, § = Q.
Perhatikan bahwa

I P(D)i()| =

J‘ e p8 (P(f)u(f])d'f

Supn u

Untuk setiap polinomial P(&)danf = pdan
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formula Leibniz diperoleh konstanta €
schingga '

IP(DYGID] = Cy s (1 + D)™ sup [P(2)]

ek ;
Untuk setiap P (&)
Sebaliknya, diketahui pertidaksamaan

|P(=D)a(m] = Cy s (1= Inl)™ sup |P(2)]

ZEK .~
diperoleh © £ S, sehingga dengan cara yang
sama dengan pembuktian Teorema 1.3
diperoleh i € C*(K). m

2. Himpunan yang Dibangkitkan oleh
Barisan Bilangan.

Berikut diberikan Definisi dan Lemma yang
berkaitan.
Definisi 2.1.Diberikan bilangan

Ay = ApAyAs . € NU{0}
Himpunan G{ 2} didefinisikan sebagai
G{A )} = ER™:[E%| <A, a =0}
=, 50ff € R™: {7 4.}

Lemma 2.2 Untuk setiapQ < A_ = @,
a € I% berlaku

GlA) =0t e RMIE" | <43
Lemma 2.3 Diberikan 0 < A, = @,
a € T. Himpunan G{A o)

merupakan himpunan tertutup di R".
Akibat 2.4 Himpunan

GRd=u pRem™ 0% Sdat

tertutup.
Lemma 2.5 Diketahui |
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Lemma 2.6/Himpunan G{2_} kompak
jika A, <o, Va =20, maka G{i_}
kompak.
Lemma 2.7 Himpunan
konveks.
Definisi 2.8 Diberikan K < R”

dapat non

(1) Himpunan g [K}diselm! g-hull dari X,

(ii) Himpunan mempunyai g-property Jika.
= g(K).

Diperhatikan setiap himpunan yang
dibangkitkan oleh barisan bilangan G {4}
mempunyai g-properiy.

Lemma 2.9 Diberikan [ himpunan
indeks dan K, = g (K, L€l maka

N, e K juga mempunyai g-property.
Lemma 2.10 Setiap himpunan simetrik
yang kompak dan konveks mempunyai
sifat-g.

Berikut diberikan teorema Paley-Wiener-
Schwartz padahimpunan yang dibangkitkan
oleh barisan bilangan.

Teorema 2.11 Diketahui himpunan

K kompak dan mempunyai g-property.
uw € E'(K) Jjika dan
fi € C*(R™) dan terdapat bilangan asli

hanya jika

N sedemikian hingga untuk setiap § = O

terdapat konstanta C; dengan
D= ()| < C5(1+ Inl)™ supl®|
K3 ¢

VhneER",a =0

Bukti. Dengan langkah yang sama dengan
pembuktianTeorema 1.3. m

Teorema 2.12 Diberikan himpunan
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K kompak dan mempunyai g-properiy.

Fungsi u € C*(K) jika dan hanya jika

untuk setiapN, 5 = 0 terdapat konstania

C.. s sehingga berlaku

M0

D= ()| < Cy (1 =)™ supl¢

C«’]I.

YVneR",a>=20.
Bukti.Dengan langkah yang sama dengan
pembuktian Teorema |.4. w

3. Himpunan yang Dibangkitkan Oleh
Polinomial.

Berikut diberikan definisi dan teorema
yang berkaitan.
Definisi 3.1 Diberikan P polinomial
berderajat kurang dari dua atau sama
dengan m. Himpunan
Q(P) = £ eR™:|P($)] < 1}
disebut himpunan yang dibangkitkan
oleh P.
Himpunan@ ( P) dapat non konveks dan non

kompak, pada pembahasan ini selalu
diasumsikan himpunan kompak dan

Q(P) + 0.

Selanjutnya diberikan teorema Paley-Wiener-
schwartz untuk himpunan yang dibangkitkan
oleh polinomial.

Teorema 3.2 Diberikan P polinomial dan

Q(P)himpunan Jika

u € £'(Q(P)) maka terdapat bilangan

= 0 sehingga untuk setiap § ~ o
1 konstanta ¢, < o5 dan

kompatk.
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sebaliknya setiap fungsi it € C™ (R
memenuhi T

(D) £ G (17 ) (1+6)"  mzpeRe
merupahm ransformasi Fourier dari

distribusi dengan support wiermuat

dalam Q(P)-

Bukti. Dengan langkah yang sama dengan
pembuktian Teorema 13. m

Definisi 3.3 Diberikan P polinomial
berderajat kurang atau sama dengan m.
Dibentuk

s(@(P)) = {p € S:supp ¢ € Q(P)}
Merupakan himpunan tak terbatas yang
dibangun oleh Q(P).

Teorema 3.4 Diberikan w € 5. Fungsi
u € CT(Q(P)) jika dan hanya jika
N=0
konstanta C,; sehingga
IPT(=D)a()| < Cy(1+ In)~~
Untuk setiap n € R* dan setiap m = Q.

Bukti.Dengan langkah yang sama dengan
‘Pembuktian Teorema | 4. g

4. HimpunanKonveks-d

untuk  setiap terdapat

Diberikan himpunan g = g» kompak
l<d<m m.d €N.
Selanjutnya dinotasikan P merupakan
koleksi himpunan polinomiz;l= bernilai real
berderajat 4 pada himpunan kompak K.

Definisi 4.1Diketahui himpunan g < B*

iompak. Didefinisikan ~ himpunan
onveks-d hujl ( d-convex hull) yaitu

dan dengan
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oh (K) =18 € R%:[P(E)| < suplP(8)], vp }
ez

Yang dinotasikan dengan ch, (K).

Definisi 4.2 Himpunan kompak k& disebut

konveks-d jikak = ch,(K).

Lemma 4.3Untuk setiap himpunan

kompak K < ™ berlaku

chy(K) D ch,(K) >+ > K.

Lemma 4.4 Diberikan | keluarga indeks

gzl wlika X,

untuksetiapi € [ maka (.., K. konveks-

d. bk

Lemma 4.5 Jika himpunan K — K"

dan konveks-d

kompak dan konveks maka ch_(K) = K
untuk setiap d = 1.

Definisi 4.6 Diketahui himpunan
K c B" kompak.Dinotasikan  ch(K)
merupakan himpunan konveks-hull
tertutup dari K.

Lemma 4.7Diketahui himpunan kompak,

maka . .
Berikut diberikan teorema Paley-Wiener-

Schwartz padahimpunan yang konveks-d.

Teorema 4.8Diberikan himpunan
kompak yang konveks-d. Jika maka
untuk setiap terdapat bilangan sehingga

P (=D)a(m)l < Cs(1+ Inl)* sup |P(z)¥

Untuk setiap k = O, P(§) € Ps dan

n € R"
Sebaliknya jika

PO
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transformasi Fourier dari distribusinya berada
di €' (K).

Bukti. Dengan langkah yang sama dengan
pembuktian Teorema 1.3. m
Teorema 4.9 Diberikan

kumpuk K yang
u € C*(K) jika dan hanya Jika untuk

himpunan

konveks-d.

setiap N, = O terdapat konstanta Cus
sehingga
|P*(=D)ii(n)|
< Cos(1+InD)7" sup |2 (DI*

zEK 5
Untuk setiapP (&) € P, € E" dansetiap
k =0
Bukti. Dengan langkah yang sama dengan
pembuktian Teorema 1.4. m

Kesimpulan.

Teorema Paley-Wiener schwartz
pada umumnya berada dalam domain
kompak dan konveks, dengan menggunakan
himpunan yang dibangkitkan oleh barisan
bilangan maka domainnya dapat non konveks,
yang diperoleh pada PembuktianTeorema
2.11 dan Teorema 2.12. Selanjutnya
didefinisikan Teorema Paley-Wiener-
schwartz pada himpunan yang dibangkitkan
oleh polinomial yang diperoleh pada
pembuktian Teorema3.2 dan Teorema 3.4.
Teorema Paley-Wiener-schwartz pada
himpunan konveks-d diperoleh
pembuktianTeorema 4.8 dan Teorema 4.9.
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